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SEMINAR 3

METODE KLASTER ANALIZE
U MATEMATICKOJ TAKSONOMUJI:

klaster meToda prostog povezivanja,
klaster metoda kompleksnog povezivanja i
metoda proseka
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UuvoD

Akademski strucnjaci i istrazivaci trzista se Cesto srec€u sa situacijama koje
su najbolje reSene definisanjem grupa homogenih objekata bilo da su firme,
proizvodi, individue ili ¢ak njihova ponasanja. Strateska reSenja bazirana na
identifikaciji grupa unutar populacije, kao 5to je segmentacija i ciljni
marketing ne bi bila moguca bez objektivhe metodologije.

Ova ista potreba se sreCe u drugim podrucjima, od fizickih do drustvenih
nauka. U svim slucajevima, istrazivaci traze prirodnu strukturu izmedju
observacija zasnovanu na visestrukim kriterijuma. Naj¢esce koris¢ena tehnika
za ovu namenu je klaster analiza. Ona nastoji da maximizira internu
homogenost i eksternu heterogenost klastera.
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Vazna osobina klaster analize je injenica da ona nije metoda strogog
statistickog zakljuc¢ivanja gde se odabrani uzorak nuzno smatra i
reprezentativnim za odredenu populaciju. Klaster analiza je metoda kojom
se odreduju strukturalne karakteristike izmerenih svojstava na strogoj
matematickoj, ali ne i statistickoj utemeljenosti. Prema tome, da bi
rezultati klaster analize bili smisleni potrebno je utvrditi pretpostavke koje se
odnose na reprezentativnost uzorka i multikolinearnost varijabli. Pouzdanost
rezultata klaster analize zavisi od reprezentativnosti uzorka.

Termin klaster analiza (prvi put je upotrebio Trion, 1939) obuhvata niz
razli¢itih algoritama i metoda za grupisanje objekata slicnog tipa u
odgovarajuce kategorije, a znacajnija literatura iz ovog podrucja razvija se od
sezdesetih godina. Brzi razvoj racunara i temeljni znacaj klasifikacije kao
znanstvene procedure doprineli su popularnosti ove metode. Koristi se u
razlicitim oblastima za kategorizaciju, odnosno klasifikaciju pojedinih jedinica
analize (objekata ili ispitanika) obzirom na njihovu slicnost, odnosno
razli¢itost, prema nekim njihovim mernim obelezjima.
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Opste pitanje sa kojim se suocavaju istraziva¢i u mnogim oblastima
ispitivanja jeste kako organizovati posmatrane podatake u smisaone
strukture, tj. kako razviti taksonomije. Drugim reCima klaster analiza je
istrazivaCcka tehnika za analizu podataka koja ima za cilj da sortira razlicite
objekte u grupe tako da je stepen udruzivanja izmedu dva objekta
maksimalan ako pripadaju istoj grupi i minimalan ako pripadaju razlicitoj.
Klaster analiza jednostavno otkriva strukture u podacima ne objasnja-
vajudi zasto one postoje.

Gotovo svakodnevno se susre¢emo sa grupisanjem:

- nekolicina ljudi koja sede za istim stolom u restoranu mogu se svrstati u
jednu grupu;

- biolozi moraju da organizuju razliite vrste Zzivotinja pre nego sto se
izmedu njih ustanove smislene razlike;

- prilikom segmentacije trziSta formiraju se klasteri potrosaca u nekoj
zemlji, pa se onda pravi poseban plan poslovnih aktivnosti za svaki
klaster pojedinacno;

- u marketingu se klaster analiza koristi prilikom analize karakteristika
proizvoda ili usluga, stavova kupaca, demografskih faktora itd.
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Klaster analiza se moze dobro iskoristiti za redukciju podataka.
Ukoliko je, na primer, potrebno izvrsiti testiranje novog proizvoda na trzistu
po gradovima, naprave se klasteri slicnih gradova pa se iz svakog klastera
odabere po jedan grad za testiranje, da se ne bi analizirali svi gradovi.

Pored toga, ako klaster analiza pokaze neko neocekivano grupisanje
jedinica posmatranja, onda postoji verovatnoca da su pronadene odredene
relacije izmedu jedinica posmatranja koje do tada nisu bile poznate i koje
treba ispitati.

Vrlo je bitno znati da 5to je vise varijabli uklju¢eno u analizu i $to su one
vise medusobno nezavisne, teze je pronadi odgovarajuéi model za grupisanje
jedinica posmatranja.
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1. OSNOVNI POJMOVI ALGEBRE ZA POTREBE KLASTER ANALIZE

1.1. Korespondencije i relacije

Neka su A i B neprazni skupovi. Korespondencija R iz skupa A u skup B je
podskup proizvoda skupova A i B, tj. RC AxB. Ako za elemente ac Ai beB
vazi da je (a,b)e R, kaze se da su a i b u korespondenciji i to se zapisuje jos i
sa aRb. Dakle, korespondencija uspostavlja vezu nekih elemenata skupa A sa
nekim elementima iz skupa B i ona se zadaje uredenim parovima elemenata
koji su u vezi.
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Primer 1. Neka je A = {p,q,r} skup tri osobe i neka je B = {a,b,c} skup nekih
ljudskih osobina (karaktera). Neka je korespondencija R definisana na slede(i
nacin:

Osoba x je u korespondenciji R sa osobinom y, ako x ima osobinu y.

Ako je R kao podskup skupa AxB dat sa:

R={(p,a),(q, a),(q, b),(q, c), (r, b), (r, )},
onda se ona obi¢no prikazuje tabli¢no:

R|la|b]|c
p | o

glo|lo|o
r o|oO

Tabela korespondencije R.
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Korespondencija iz skupa A u taj isti skup zove se binarna relacija
(krace, relacija).

Dakle relacija p na skupu A je podskup skupa AXxA. Kako su i
korespondencije i relacije po svojoj prirodi skupovi (u ovom slucaju uredenih
parova), za njih vazi sve ono $to vazi i za skupove. Na svakom skupu postoji i
prazna relacija i ona ne uspostavlja odnos ni medu koja dva elementa skupa.

Primer 2. Navodimo neke poznate relacije u matematici:
- Skup realnih brojeva je Ri relacija <;
- Skup prirodnih brojeva N i na njemu se mogu posmatrati
relacije <, <, =i >, idruge.
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1.2. Vektori i matrice

Vektor (realni, n-dimenzionalni vektor ili vektor dimenzije n) je element
iz skupa R", gde je R skup realnih brojeva. Vektor je, dakle, uredena n-torka
realnih brojeva, tj. vektor a = (as,...,an).

Vektori se sabiraju po komponentama:
Ako su a = (a1,a,,...,an) i b= (b1,b>,..,bs) dva vektora, tada je zbir vektora
ai b takode vektor koji se definise sa:
a+b= (a; + b1, a; + bz,..., dn + bn)

Neka je a skalar i a = (ai, aa,...,an) vektor. Tada se mnozenje vektora
skalarom definise sa:

o-(ai, az,...,an) = (o-ai, a-as,..., 0-an).

Skalarni proizvod vektora a = (a,, az,...,dn) i b = (b1, bs,...,by) je skalar dat sa:
a-b=ai-bi+ arbx +...+ dn-bn
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Norma vektora a = (a1, ay,...,a») je realan broj llall i

Hthﬁ+@+m+ﬁ.

Euklidovo rastojanje izmedu dva vektora a = (as, ax,.....,Gn) |
b = (bs, by,...,br) definise se sa:

d(a,b)=+/(a,—b,)* +(a,—b,)* +---+(a,—b,).

Matrica nad skupom A je pravougaona sema

d, a, - 4a,
ay,y 04y, - 4y,
am1 amz Tt amn

gdesuajzaiefl,...m}i je{l,...,n} elementi iz skupa A. Elementi a;se zovu
elementi matrice.

dr Vera Lazarevic, vanr. prof. 11/122



Life Long Learning programs in applied statistics (LLL-seminari)

2. OSNOVNI POJMOVI IZ TAKSONOMUE

Taksonomija predstavlja hijerarhijsku klasifikaciju pojmova, stvari,
objekata, mesta, bic¢a, dogadaja ili principa koji se klasifikuju.

Rec taksonomija izvodi se iz grckih reci:

taxis = raspored i nomos= zakon.

Taksonomija je grana biologije koja se bavi klasifikovanjem
organizama, a prema Mayer-u ,taksonomija je teorija i praksa klasifikacije
organizama”.

Pod taksonomijama u najsirem smislu se podrazumeva izucavanje
opstih principa naucne ili sistematske klasifikacije. Kada se kaze
taksonomija ili sistematska klasifikacija, obicno se misli na uredenu
klasifikaciju biljnog i zivotinjskog sveta koja je uradena u skladu sa
pretpostavljenim prirodnim vezama koje u njemu postoje.

Takson predstavlja taksonomsku grupu bilo kog nivoa koja se dovoljno
izdvaja od ostalih tako da bi mogla da se usvoji kao odredena kategorija. Da
bi se podaci dobijeni registrovanjem i klasifikovanjem mogli koristiti, svakom
taksonu daje se odredeni naziv. Time se bavi deo sistematike koji se naziva
nomenklatura.
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Identifikacija je proces smestanja jedinki u jednu od prethodno
odredenih grupa, tj. odredivanje kojoj grupi ta jednika pripada.

U informatici taksonomije su inzenjerski proizvod i predstavljaju
klasifikaciju informatickih entiteta u obliku hijerarhije u skladu sa
pretpostavljenim vezama koje postoje izmedu objekata u realnom svetu koje
ovi informaticki objekti predstavljaju.

Konstrukcija taksonomskih struktura se obi¢no sastoji iz Cetri faze.

U prvoj fazi treba da se odabere objekat koji zelimo da klasifikujemo. Pri
tome uvek se misli na ranije klasifikacije nastalih tokom istorije, bez obzira da
li taksonom ima nameru da ih odbaci i napravi neku svoju klasifikaciju. U
numerickoj taksonomiji objekti koji se klasifikuju nazivaju se taksonomske
jedinice.

Druga faza se sastoji u izboru karaktera na kojima ce se bazirati
poredenje taksonomskih jedinica koje se posmatraju i odluCuju o vaznosti
pojedinih karaktera za poredenje. U okviru ove faze taksonom utvrduje koja
su stanja pojedinih karaktera pleziomorfna (primitivna), a koja su
apomorfna (izvedena), i onda se kod primitivnih karaktera vodi racuna o
dodeli sto veéeg taksonomskog znacaja.
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Odabir objekata
(taksonomskij jedinica)

- lzbor karaktera
- vaznost karaktera

Utvrdivanje slicnosti

Klasifikacija

Treca faza se sastoji u utvrdjivanju slicnosti izmedu
taksonomskih jedinica na osnovu izabranih karaktera.

pojedinih

Poslednja, cetvrta faza je klasifikacija taksonomskih jedinica na osnovu

utvrdene sli¢nosti.
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2.1. Taksonomski karakteri

Vazna faza u reSavanju problema klasifikacije neke grupe organizma ili
objekata je izbor karaktera na kojima e se bazirati poredenje taksonomskih
jedinica.

Karakter (obelezje) je bilo kakva osobina (svojstvo) koja se moze
razlikovati kod razlieitih taksonomskih jedinica, a stanja (realizacije)
karaktera su moguce vrednosti koje karakteri uzimaju.

Prilikom izbora karaktera, i prilikkom racunanja slicnosti izmedu
taksonomskih jedinica preko tih karaktera, bitno je da se vodi racuna i o
taksonomskom znacaju pojedninih karaktera.

Poklapanje karaktera sa vedim taksonomskim znalenjem kod
taksonomskih jedinica daje vecu informaciju o njihovoj slicnosti, nego ako se
poklapaju karakteri sa manjim znacajem.
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Osnovni tipovi karaktera

Dva osnovna tipa karaktera su kvalitativni i kvantitavni.

Najjednostavnija vrsta kvalitativnih karaktera su binarni karakteri.
Karakteri sa samo jednim stanjem u grupi taksonomskih jedinica koja se
posmatra ocigledno nisu pogodni za posmatranje prilikom klasifikacije tih
jedinca. Binarni karakteri imaju samo dva stanja ,da” i ,ne” sto znadi da
binarni karakter predstavlja osobinu koju taksonomska jedinica ili ima, ili
nema. Cesto se stanje prisustva binarnog karaktera obeleZava sa 1, a stanja
odsustva sa 0.

Kvalitativni karakteri mogu imati vise stanja i razliCite forme predstavljaju
stanja karaktera.

Kvantitativni (numericki) karakteri su oni koji uzimaju vrednosti koje
se mere. Ako su svi karakteri koji se posmatraju numericki, realizacije
karaktera se mogu prikazati u obliku vektora - vektor realizacije za
taksonomsku jedinicu.
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Predstavljanje karaktera u obliku pogodnom za dalju obradu

Najcesce se prikupljeni karakteri predstavljaju tabelarno. U zaglavlju
tabele sa leve strane, od gore prema dole, se upisuju taksonomske jedinice
koje se posmatraju, a u gornjem delu zaglavlja sa leva na desno se upisuju
karakteri. Takva tablica je pogodna i za unosenje podataka u racunar.

ky |ka| .o | k| oo | Km

Vrednostj-tog karaktera

nai-toj taksonomskoj
jedinici

In

Tablica za predstavljanje karaktera

Ako podaci o nekom karakteru nisu dostupni za neku taksonomsku
jedinicu, unese se posebne oznake, na primer ND (nije dostupno). Ista oznaka
se koristi ako se neki par taksonomskih jedinica ne zZeli uporedivati u odnosu
na taj karakter.
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Moguce su dve vrste transformacija prethodne tablice u oblike
pogodne za dalji rad sa njima:

1. Pretvaranje svih tipova karaktera u binarni oblik

2. Standardizacija kvantitativnih mera.

Pretvaranje drugih tipova karaktera u binarni oblik nije
komplikovano, a metode racunanja slicnosti izmedu taksonomskih jedinica
kada su svi karakteri pretvoreni u binarni oblik su jednostavnije od ostalih.

Nedostatak je to da pretvaranje u binarni oblik obi¢no dovodi do gubitka
informacije, i time eventualno do loSije procene siicnosti taksonomskih
jedinica.

Kvalitativni karakteri sa vise stanja i kvantitativni karakteri se mogu
kodirati tako da i oni dobiju binarni oblik.
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Standardizacija (ujednacavanje) kvantitativnih mera
Jedna od ovakvih transformacija je rangiranje. Mera x se pretvara u
rangiranu meru x' slede¢om formulom:
o =X Xoni |
X

max_Xmin
gde suU Xmin, 0dNOSNO Xmax Minimalna, odnosno maksimalna vrednost

karaktera. Rangirana mera ima uvek vrednost izmedu 0 i 1 (zato 5to je X — Xmin
uvek manje od Xmax — Xmin).

Najcesce koris€eni postupak u praksi je postupak standardizacije. Ako sa
x oznacimo aritmrticku sredinu, a sa s standardno odstupanje karaktera na
grupi taksonomskih jedinica koja se posmatra, tada standardizovani karakter
dobijamo sledecom transformacijom:
X, —X
S

7

gde je x; realizacija karaktera x na i-toj taksonomskoj jedinici.
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Transformacija tablice u zavisnosti od taksonomskog znacaja karaktera.

To se postize na jednostavan nacin, tako $to se umesto svake kolone koja
odgovara karakteru sa taksonomskim znacajem k, gde je k > 1, tablici doda k
istih takvih taksonomskog znacaja 1.

2.2. Mere sli¢nosti i razlicitosti taksonomskih jedinica

Ovde ¢e paznja biti ogranicena na definisanje slicnosti izmedu dva
objekta koriste¢i neke poznate karakteristike objekata.
Mere sli¢nosti i razlicitosti su medusobno povezane, tako sto se od svake

mere slicnosti na odgovarajudi nacin moze dobiti jedna mera razlicitosti, i
obratno.

Postoji vise razlicitih nacina za odredivanje mere sli¢nosti. Vecina njih
uzima vrednost iz intervala [0, 1].
Mera razli¢itosti je numericka vrednost koja pokazuje koliko su posmatrani

objekti razli¢iti i kod vecdine mera razlic¢itosti minimalna vrednost je 0 i ona
pokazuje da ne postoji razlicitost izmedu posmatranih objekata.
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Ne postoji opste pravilo za odlucivanje koja od metoda za racunanje
mere slicnosti, odnosno razlicitosti, je najbolja za primenu u konkrethom
slu¢aju. 1zbor metode je veoma vazan, zato sto cesto razlicite metode
daju i razlicite rezultate.

Mere sliécnosti taksonomskih jedinica kod kojih su svi karakteri
predstavljani u binarnom obliku

Najjednostavnije, i mozda najvise koris¢ene, su mere slicnosti za binarne
karaktere. One se koriste kada se svi karakteri koji se uzimaju u obzir za
odredivanje sli¢nosti izmedu dve taksonomske jedinice ili sami binarni, ili su
pretvoreni u binarne karaktere (kodiranisa Qi 1).
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Ako se smatra da su svi karakteri koji se posmatraju ravnopravni za
utvrdivanje mere sli¢nosti izmedu dve taksonomske jedinice t; i t;, onda se
odgovarajuc¢a stanja karaktera za t, i t. mogu predstaviti sledecom
tablicom:

0 1
O mOO m01
1 m10 m11
. ;s . TR . mOO m01
koja odgovara sledecoj matrici sli¢nosti 2x2: :
m10 m11

Ovde je mj broj karaktera kod kojih taksonomska jedinica t; ima vrednost
i, a t; ima vrednost j. Dakle, moo je broj karaktera koji uzimaju vrednost 0 za
obe taksonomske jedinice, mo: je broj karaktera koji uzima vrednost 0 za t, a
1 za t, itd. Prema tome, mo + m je broj karaktera koji su isti za obe
taksonomske jedinice, a moi+mio je broj karaktera koji su razliCiti za
taksonomske jedinice t, i t.. Ukupan broj karaktera koji se posmatra je
M=m, +m, +m, +m,.
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Najpoznatiji su koeficijent prostog poklapanja (Sokal & Michener, 1958.)
i Zarakov koeficijent (Jaccard, 1908.).

Koeficijent prostog poklapanja za taksonomske jedinice t; i t; je:
— mOO + m11 .

Kt1,t2 _ M

Zakarov koeficijent se defini3e sa:

] = m,
tt ¥
My, + My, + My,

Ovi koeficijenti ¢esto nisu saglasni i, koeficijent prostog poklapanja je
uvek vediili jednak od Zakarovog koeficijenta.
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Mera slicnosti za taksonomske jedinice
kod koje su svi karakteri kvalitativni

Ako su podaci za dve taksonomske jedinice predstavljeni smo u obliku
kvalitativnih karaktera, najjednostavniji koeficijent slicnosti je onaj koji
predstavlja uopstenje koeficijenta prostog poklapanja za binarne karaktere.

On se zove koeficijent prostog poklapanja za kvalitativne karaktere i

racuna se slede¢com formulom:
P

RERNVE

gde je P broj karaktera kod kojih se stanje taksonomskih jedinica t;it;
poklapa, a M ukupan broj posmatranih karaktera.
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Mera sliénosti za taksonomske jedinice kod kojih su svi karakteri
kvantitativni

| u ovom slucaju se svi karakteri mogu pretvoriti u binarni oblik i zatim
racunati koeficijent prostog poklapanja ili Zakarov koeficijent.

Jedna od najcesée koris¢enih mera slicnosti za ovaj tip karaktera se
racuna po sledecoj formuli:
Z( )~ t(n)\J

St t) =,

gde je M ukupan broj karaktera, t;(i) odnosno t,(i) su vrednosti karaktera i kod
taksonomskih jedinica t; odnosno t, redom, a R; razlika izmedu najvece i
najmanje vrednosti koju uzima karakter i u grupi taksonomskih jedinica koja
se posmatra.
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Mere slichosti za mesane tipove karaktera

Moguce je sve vrednosti karaktera prebaciti u binarni oblik pa raditi na
vec opisani nacin.
Koeficijent slicnosti moze se raCunati i direktno.

Gouerov (Gower) koeficijent slicnhosti (uveden 1971.) je veoma
pogodan u slucajevima kada se taksonomske jedinice predstavljaju sa vise
vrsta karaktera. Ako su t; i t; taksonomske jedinice, a n ukupan broj karaktera,
Gouerov koeficijent slicnosti za njih se obelezava sa G(t;, t;) i racuna se
slede¢om formulom:

2.5/t ty)

G(t1lt2) — 1;7:1 /
D wilt,t,)
i=1

gde za svaki karakter i, veli¢ine s; i w; zavise od tipa karaktera i, na slededci
nacin:
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— i je binarni karakter:

* Vrednost w,(t,t,) je jednaka nuli u slucajevima kada vrednost za

karakter i nije dostupna (ND) bar za jednu od taksonomskih jedinica t;
ili t, ili ako karakter i uzima vrednost 0 za obe taksonomske jedinice.

* Vrednost w,(t,t,) je jednaka 1 kada je karakter dostupan za obe
taksonomske jedinice, a bar kod jedne od njih uzima vrednost 1.

* Vrednost s,(t,,t,)je jednaka 1 samo u slucaju kada karakter i ima
vrednost 1 za obe taksonomske jedinice, a u svim ostalim slucajevima
je s, (t,t,)=0.
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— i je kvalitativni karakter sa dvaili vise stanja:

* w,(t,t,) je nula u slucaju kada karakter nije dostupan za neku od

taksonomskih jedinica ili ako se taksonomske jedinice ne porede u
odnosu na taj karakter.

* U svim ostalim slucajevima je w (t,,t,)=1.
* s.(t,t,) je jedan samo ako taksonomske jedinice imaju istu vrednost

karaktera i, a nula u svim ostalim slucajevima.
— i je kvantitativni karakter:

* w,(t,t,) se odreduje isto kao u prethodnom slucaju.

* s.(t,t,) seracuna sledecom formulom:

£, (1) —t, (1)
R

1

gde su t;(/) odnosno t,(i) vrednosti karaktera i kod taksonomskih
jedinica t; odnosno t,, redom, a R; razlika izmedu najvece i najmanje

vrednosti koju uzima karakter j u grupi taksonomskih jedinica koja se
posmatra.

s;(t,t,)=1-
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Mere razlicitosti i rastojanja taksonomskih jedinica

Mere sli¢nosti i mere razli¢itosti su medusobno povezane, i mogu se
izraCunati jedne iz drugih. Za svaku meru slicnosti (ako uzima vrednosti
izmedu 0 i 1) dobija se mera razli¢itosti kada se od jedan oduzme ta mera
slicnosti.

Postoje i mere razli¢itosti koje ne odgovaraju nekoj od veé
definisanih mera sli¢nosti. Posebno su znacajne one od njih koje
zadovoljavaju matematicke uslove koji ¢e se navesti u nastavku. Takve mere
se obi¢no nazivaju mere rastojanja ili metrike.
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Ako se za taksonomske jedinice t, i t, mera odstojanja obeleZi sa d
tada ona ispunjava sledecih pet uslova:

t .ty

1. uslov: nenegativnost
d . >0,

t,t,
mera razlicitosti uvek mora biti negativan broj.

2. uslov: simetricnost
d. =d

tt ty !

mera rastojanja taksonomske jedinice t; od taksonomske jedinice t;

jednaka je meri rastojanja taksonomske jedinice t, od taksonomske
jedinice t;.

3. uslov: akojet;#t;ondajed, , #0,

ako dve taksonomske jedinice imaju bar jedan karakter u kojem se
razlikuju, tada je mera rstojanja sigurno razli¢ita od 0.

4. uslov: d, . =0.
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5. uslov: nejednakost trougla

Ako su ti, t2 i t3 tri taksonomske jedinice, onda zanjihova rastojanja vazi
sledeca nejednakost:

d.<d . +d

tyt3 ty.t) tyts®

U nastavku ce se predstaviti nekoliko metoda racunanja rastojanja
izmedu taksonomskih jedinica.

- Euklidovo rastojanje i to slededi slucajevi:
) Euklidovo rastojanje primenjeno direktno na izmerene podatke;

(
(II) Prose¢no (prilagodeno) Euklidovo rastojanje;

(Il) Euklidovo rastojanje primenjeno na standardizovane podatke;
(

IV) Podela keficijenta Euklidovog rastojanja u dva dela: koeficijent
velic¢ine i koeficijent oblika.

— Apsolutna (blok) metrika (rastojanje).
- Rastojanje Minkovskog.
- Koeficijenti rastojanja racunati preko koeficijenta slicnosti.
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Euklidovo rastojanje
(I) Euklidovo rastojanje primenjeno direktno na izmenjene podatke.

Najpoznatija mera rastojanja je Euklidova mera (ili metrika). Euklidovo
rastojanje izmedu dve taksonomske jedinice t; i t», ako se ono racuna preko n
razliCitih kvantitativnih karaktera koji su predstavljeni preko vektora na
slededi nacin: a=(a,,a,,..,a,) ib=(b,,b,,...b ) je

d(t,,t,)=+/(a,—b,) +(a,— b, +..+(a,—b,)*.

Euklidovo rastojanje se naj¢esce koristi zato sto deluje najprirodnije kada
se vektori predstave geometrijski. Medutim, problem kod Euklidovog
rastojanja je u tome sto se razliciti karakteri mere razlicitim jedinicama, kada
se promeni jedinica mere jednog od karaktera, mogu se dobiti sasvim
drugadiji rezultati.

(II) Prosecno (prilagodeno) Euklidovo rastojanje
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Ako je d(t_,t,) Euklidovo rastojanje za taksonomske jedinice t; i t», tada
se prosecno (prilagodeno) Euklidovo rastojanje racuna slede¢om formulom:

2

d(taltb) = \/(d(ta’tb)) /
n

gde je n ukupan broj karaktera koji se posmatra.

(1) Euklidovo rastojanje primenjeno na standardizovane podatke

Kao Sto je napomenuto u slucaju (I), izbor jediniche mere za merenje
pojedinog karaktera ima jak uticaj na Euklidovu meru rastojanja. Da bi se
svim karakterima dala ista vaznost neophodno je izvrsiti standardizaciju
svakog karaktera. Neka su poznate realizacije karaktera k na m taksonomskih
jedinica. Ako sa k oznac¢imo aritmeti¢cku sredinu, a sa s standardno
odstupanje karaktera k, tada standardizovani karakter dobijamo slede¢om
transformacijom:

k. —k

I

S
gde je k; realizacija karaktera k na i-toj taksonomskoj jedinici.
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(IV) Podela koeficijenata Euklidovog rastojanja u dva dela:
koeficijent velicine i koeficijent oblika.

Koeficijent euklidovog rastojanja moze se podeliti na dva dela: koeficijent
oblika (obelezen sa C3) i koeficijent veli¢ine (obelezen sa C;), na sledeci

nacin:
(d(t,,t,))* =(n-1)-C;+n-Cg,

gde je d(t ,t,) Euklidovo rastojanje izmedu taksonomskih jedinica tg i to.

Koeficijent oblika C; i veli¢ine C2racunaju se na sledeci nacin:

C;:L (ai_bi)z_ 1 (Z(ai—b,))z,

n_1 i=1 n(n_1) i=1
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Apsolutna metrika

Apsolutna (blok, Manhattan) metrika (rastojanje) je joS jedna mera
rastojanja koja se koristi u posebnoj vrsti problema i za taksonomske jedinice
ta i ty raCuna se formulom:

d(ta,tb)=i\a,—b,\.
i=1

Kada se ova mera podeli brojem karaktera, dobija se druga mera koja se
zove srednja razlika karaktera:

Sj‘ai _bi‘
dit,t,)=-"= .
n
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Rastojanje Minkovskog

Rastojanje Minkovskog izmedu dve taksonomske jedinice t, i t, dato je
formulom:

1

r r
I

Euklidovo rastojanje se dobija ovom formulom za r=2, a rastojanje
apsolutne metrike za r =1, pa su to specijalni slucajevi rastojanja Minkovskog.

d(t, t,)=(|a, = b, +|a, ~b[ +---+

an _bn

1 n
r)r ZEIZ:‘GI. -b,

gde je r parameter (obi¢no ceo broj).
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Koeficijenti rastojanja racunati preko koeficijenata sli¢nosti

Ako je (C(t,,t;) bilo koji od koeficijenata slicnosti izmedu taksonomskih
jedinica t; i t; (definisanih u prethodnom delu), tada sledece formule daju
varijante za racunanje koeficijenta razlicitosti:

1. nadin:
R (t,t,)=1-C(t,,t,).

2. nacin:

R,(t,,t,)=[1-Clt,.t,).
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3. KLASTER ANALIZA

Klaster analiza (razvrstavanje) je postupak podele skupa razlicitih
objekata u grupe (klastere), pri cemu se vodi racuna o tome da su objekti u
dobijenim grupama medusobno 5sto slicniji, i Sto vise razliCiti od objekata u
ostalim grupama.

Po ovim kriterijumima dobijene grupe se nazivaju klasteri. U vedini
metoda klaster analize krajnji rezultat je jedna particija (podela) skupa
taksonomskih jedinica.

Termin klaster dolazi od engl. reci cluster (skupina ,istovrsnih stvari”,
grozd, skupiti u grupu). Klaster analiza klasifikuje objekte (ispitanike,
proizvode ili druge objekte) tako da je svaki objekat veoma slican drugima u
klasteru uz postovanje nekog unapred odredenog kriterijuma selekcije.
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Klaster analiza se naziva i
e Q analiza,

¢ Tipologija gradnje,

e Klasifikacijska analiza i

e Numericka taksonomija.

Ova raznovrsnost u nazivima je zbog koriséenja klaster metode u
razlicitim disciplinama kao sto su psihologija, biologija, sociologija,
ekonomija. Uprkos razlicitim nazivima u zavisnosti od discipline, svi metodi
imaju zajednicku dimenziju: klasifikacija u skladu sa prirodnim vezama.

Klaster analiza je uporediva sa faktor analizom u cilju procenjivanja
strukture. Klaster analiza se razlikuje od faktor analize po tome sto klaster
analiza grupise objekte, dok je faktor analiza primarno brine o grupisanju
varijabli.
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Metode klaster analize u matematickoj taksonomiji mogu se podeliti u
dve osnovne grupe:

- aglomerativne metode - metode koje grupisu taksonomske jedinice u
grupe (klastere) po srodnim osobinama;

- divizivhe metode - metode koje razbijaju skup taksonomskih jedinica
na vise grupa (klastera).

Iteration Agglomerative Divisive

I

NN
L Ll

= 00000 O

Slika 1. Aglomerativne i divizivhe metode
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U odnosu na karaktere koji se uzimaju u obzir prilikom analize, metode
klaster analize se dele na:

1 politeticke — metode koje uzimaju u obzir sve karaktere;
1 monoteticke - klasifikacija dobijena ovom metodom se bazira na
prisustvu ili odsustvu samo jednog karaktera.

Metode klaster analize se jos mogu podeliti i na:

1 hijerarhijske - metode koje daju niz sukcesivnih particija skupa -
podela na klastere, koji se obicno prikazuje specijalnim dijagramom -
dendrogramom.

1 nehijerarhijske - metode koje daju samo jednu, optimalnu podelu na
klastere, Ciji broj moze ili ne mora biti unapred zadat.

Klaster analiza daje rezultate raznim algoritmima koji se razlikuju
znaCajno u njihovoj ideji Sta predstavlja klaster i kako efikasno da ih
pronademo.

dr Vera Lazarevic, vanr. prof. 41/122



Life Long Learning programs in applied statistics (LLL-seminari)

Hijerarhijski metod kao krajnji rezultat ima dendrogram. To je
graficki prikaz klastera (grupa) u obliku stabla povezivanja. Prvo se vrse
izraCunavanja udaljenosti svih jedinica medusobno, a zatim se grupe
formiraju putem tehnika spajanja ili razdvajanja.

Nehijerarhijski metod vrsi rasclanjivanje tako da jedinice mogu da se
krecu iz jedne u drugu grupu u razli¢itim fazama analize. Postoji mnogo
varijacija u primeni ove tehnike, ali sustina je u tome da se prvo pronade
tacka grupisanja oko koje se nalaze jedinice, na vise ili manje proizvoljan
nacin, a zatim se izraCunavaju nove tacke grupisanja na osnovu prosecne
vrednosti jedinica. Jedinica posmatranja se tada pomera iz jedne u drugu
grupu ukoliko je bliza novoizracunatoj tacki grupisanja. Proces se odvija
iterativno, sve do postizanja stabilnosti.

Nehijerarhijske procedure klasterovanja se cesto pominju kao k-
grupisanje i oni obicno koriste jedan od slededa dva pristupa dodeljivanja
taksonomskih jedinica u jedan od klastera:
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Paralelna metoda - ova metoda vrsi selekciju u odnosu na nekoliko
klaster centara istovremeno i dodeljuje objekte na osnovu praga udaljenosti
od najblizeg centra. Kako se proces razvija, prag udaljenosti moze biti
prilagoden tako da se ukljuce manje ili vise objekata u klastere.

Optimizacija - ovaj metod je slican prethodnom pristupu stim to sto
dozvoljava ponavljanje postupka. Ako u tom postupku objekat postaje bliZi
drugom klasteru kome nije prvobitno dodeljen, tada ih optimizirajudi
postupak prebacuje sli¢nijem klasteru.

Nehijerarhijske procedure su dostupne velikom broju racunarskih
programa, ukljucujuci i sve glavne statisticke pakete.

Glavni problem sa kojim su suoceni svi nehijerarhijski postupci
klasterovanja je kako odrediti broj klastera. Odredivanje pocetnog
klastera moze resiti ovaj problem.
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Neke vazne napomene o klaster analizi

Prvi oblici klaster analize javljaju se pocletkom proslog veka, ali se
znacajnija literatura iz ovog podrucja razvija se od Sezdesetih godina.
Psiholozi je ponekad nazivaju "siromasnom faktorskom analizom".

Vazne napomene vezane za koris¢enje klaster analize:

1.Vedina metoda klaster analize predstavlja relativno jednostavne
algoritme, pa nemaju znacajniju podrsku u standardnom statistickom
koris¢enju (npr. odredivanju znacajnosti).

2. Pojedine metode razvijene su i korisne u okviru pojedinih naucnih
disciplina, dok u drugima nisu od veceg znacaja.

3. Razlicite metode klasterizacije mogu, a cCesto i dovode, do razlicitih
razlicitih konacnih resenja.

Rezultat klaster analize uvek predstavlja klasifikacija objekata u neke
grupe, sto moze dovesti do razliCitih resenja. Jedan od vaznih kriterijuma
moze biti i ,psiholoska” smislenost dobijene solucije.
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Neke od vaznih odluka koje treba doneti
pri sprovodenju klaster analiza su:

1) Izbor uzorka kojeg ¢emo podvrgnuti klaster analizi;

2) Odrediti skup relevantnih varijabli koje ¢e
reprezentovati obelezja objekata (entiteta);

3) Odrediti transformaciju originalnih podataka;

4) Odrediti metodu za odredivanje udaljenosti / sli¢nosti
izmedu objekata (entiteta);

5) Odrediti metodu koju ¢emo koristiti za povezivanje objekata u klastere;

6) Ocena validnosti dobijenih rezultata.

Uz vedinu ovih odluka vezuje se izbor prikladnog statistickog algoritma,
odnosno tehnike.
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Sta nije klaster analiza?

o Klasifikacija pod nadzorom
Postoje informacije o oznakama klasa - klasifikacija,

e Jednostavna podela - Podela studenata po prvom slovu prezimena,

e Rezultat ankete — Grupisanje je rezultat spoljasnje specifikacije, i drugo.

U marketingu, klaster analiza se koristi za:
e Podelu trzista na segmente i utvrdivanje ciljnih trzista,
e Pozicioniranje proizvoda i razvoj novog proizvoda,

e Odabir ispitivanja trzista.
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Ciljevi klaster analize

Pri formiranju homogenih grupa, istraziva¢c moze posti¢i bilo koji od
sledeca tri cilja:

1.

Taksonomija opisa. Najpoznatiji tradicionalini nacin koris¢enja klaster
analize je u istrazivacke svrhe i za formiranje jednog taksonoma. Ali
klaster analiza moze takode generisati hipoteze koje se odnose na
strukturu objekata, a moze se koristiti i za potvrdu necega vec
ustanovljenog.

Pojednostavijenje podataka. U toku izvodenja procesa taksonomije,
klaster analiza takode postize pojednostavljen nacin posmatranja. Sa
definisanom strukturom, zapazanja mogu biti grupisana u cilju daljih
analiza.

Identifikacija odnosa. Sa definisanim klasterima i osnovnom
strukturom podataka u njima, istrazivaC objasnjava odnos izmedu
posmatranja koje nije bilo moguce sa individualnim posmatranjem.
Zato, klaster analiza prikazuje odnos, sli¢nosti ili razlike koje prehodne
analize nisu objavile.
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Centralna tema klaster analize

U klaster analizi, koncept sluc¢ajne promenljive je ponovo centralna
tema , ali na potpuno drugaciji naéin od drugih multivarijacionih
tehnika. Fokus klaster analize je na poredenju objekata zasnovanih na
slu¢ajnoj promenljivi, a ne na proceni same slucajne promenljive. Ova
definicija slucajne varijable od strane istrazivaca je kritican korak u klaster
analizi.

Ipak, uz pogodnosti klaster analize idu i neke opomene. Klaster
analiza moze biti okarakterisana kao opisna, ateoreticna i noninferentna.
Klaster analiza nema statisticku osnovu kod kojih se mogu izvudi
statisticka zakljuc¢ivanja iz uzorka do populacije i koriséena je
prvenstveno kao tehnika istrazivanja. Resenja nisu jedinstvena i istrazivac
mora voditi racuna u proceni uticaja svake odluke ukljucene u izvodenje
klaster analize.
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Odredivanje zadovoljavajuceg broja klastera

Problem koji zbunjuje istrazivacCe klaster analize je odredivanje kona¢nog
broja obrazovanih klastera (poznato kao stoping pravilo).

Jedna vrsta stoping pravila je sledeca. Kada usledi jedan jaci skok tada
istrazivaCi klaster reSenja pribegavaju logici da bi zakljudili sta je uzrok
znatnog pada u sli¢nostima. Ova stoping praila pokazuju jednu prilicno tacnu
odluku u empirijskim studijama.

U praksi se radi tako 5to se uzme jedan broj klaster reSenja (npr. 2,3,4) i
tada donese odluka, sa alternativnim reSenjima, koristeci apriori kriterijume i
prakticnu ocenu, zdrav razum ili teorijske ocene.
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U drustvenim naukama dominiraju dva pristupa odredivanju broja
klastera: heuristicki pristup i formalni testovi. Prvi pristup je najcesci, a odnosi
se na subjektivno postavljanje granice na dendrogramu dobijenom
hijerahijskom klasterizacijom. Osnovni kriterijum jeste smislenost il
interpretabilnost dobijenog resenja.

Drugi nacin, podjednako subjektivan jeste analiza koeficijenata
(koeficijenti fuzije) koji pokazuju slicnosti medu klasterima pri sukcesivnhom
spajanju klastera. Naglo opadanje (ili povecanje vrednosti kod mera
udaljenosti) ukazuje na manju povezanost medu klasterima koji se spajaju.
Nagli skok ukazuje na spajanje dva relativno razlic¢ita klastera.

Izbor uzorka nad kojim se vrsi klasterizacija

Izbor uzorka objekata, ispitanika, odnosno jedinica u znatnoj meri
determinise nacin grupisanja objekata. Istrazivac retko ima uvid u populaciju
koju koristi u klaster analizi. Obi¢no se dobije uzorak i klasteri su izvedeni u
nadi da predstavljaju strukturu populacije. Istraziva¢ mora biti siguran da
je dobijeni uzorak stvarno reprezentativan.
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Izbor varijabli koje ¢e reprezentovati obelezja objekata

Izbor varijabila koji ¢e biti ukljuceni u klaster mora biti u skadu sa
teoretskim i konceptualnim objasnjenjem, kao i sa prakticnim
razmatranjem. Klaster analiza mora imati obrazlozenje za izabrane varijabile.

Bilo da su razlozi zasnovani na eksplicitnoj teoriji, prethodnim
istrazivanjima ili pogadanju, istrazivaC mora shvatiti vaznost ukljucivanja
jedino onih promenljivih koje:

1) karakterisu klasterizovane objekte i

2) posebno se odnose na ciljeve klaster analize.

Tehnika klaster analize ne razlikuje relevantne od nerelavantnih
varijabile. UkljuCivanje jedne nerelevantnie varijabile znacajno uti¢e na
rezultate.
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Postoje nekoliko mera koje koristimo tokom klasterovanja objekata:
. mera sli¢nosti,
. mera korelacije,
. mera udaljenosti i
. mera udruzivanja.

Mere slichosti

Koncept slicnosti je fundamentalan u klaster analizi. Karakteristike su
kombinovane unutar kalkulisanih mera slicnosti za sve parove objekata. Na
taj nacin bilo koji objekat moze biti poreden sa drugim kroz mere sliCnosti.
Procedura klaster analize dalje stavlja grupu sli¢nih objekata u klaster.

Mere korelacije

Mera povezanosti izmedu objekata koja verovatno prva dolazi u obzir je
koeficijent korelacije izmedu objekata zasnovan na paru promenljivih. Visoka
korelacija pokazuje sli¢nost, a slaba korelacija oznacava nedostatak iste.
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Mere udaljenosti

lako korelacione mere imaju mnoge prednosti i koriste se u drugim
multivariacionim tehnikama, nisu naj¢es¢e kors¢ene mere slicnosti u klaster
analizi. Razlika izmedu korelacionih i mera udaljenosti jeste ta $sto mere
udaljenosti se zasnivaju na veli¢ini vrednosti i tako povezuju sli¢ne slucajeve,
mada mogu imati veoma razlicite dijagrame promenljivih.

Mere udruzivanja

Mere udruzivanja se koriste za uporedivanje objekata Ccije su
karakteristike merljive jedino u nemetricnim uslovima (nominalana ili
ordinalna merenja). Kao na primer, ispitanici mogu odgovoriti sa da ili ne na
odgovarajuéi broj pitanja. Mere udruzivanja moraju proceniti stepen
podudaranja izmedu svakog para ispitanika. Najjednostavniji oblik mere
udruzivanja moze biti procentualno prikazan odgovor sa da ili ne ispitanika
kroz dCitav set pitanja. Mere udruzivanja imaju ogranic¢enu podrsku
racunarskih programa. Korelacione i mere udaljenosti zahtevaju metricne
podatke dok mere udruzivanja su za nemetri¢ne podatke.
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Procena valjanosti klaster resenja

Procena valjanosti ukljuCuje teznju istrazivaca da osiguraju da klaster
reSenja reprezentuju celokupnu populaciju. Vecina direktnih pokusaja odnosi
se na to da klaster analiza odvoji uzorke formirajuci klastere, kroz procenu
slicnosti izmedu podataka. Svaki klaster ¢e se odvojeno analizirati, a zatim Ce
se rezultati uporediti.

Profilisanje klaster resenja

Analiza profila fokusira se na opis onoga sto ne odreduje direktno
klastere, ali posle identifikacije Cini jednu od njegovih karakteristika. Osim
toga, naglasak je na onim karakteristikama koje se znacajno razlikuju od
klastera do klastera i onim koje bitno odlucuju o ¢lanstvu u odredenom
klasteru.
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Neke moguce strategije procene valjanosti dobijenih rezultata:

a) Ponavljanje

Verovatno najbolji nacdin provere dobijenog klasterskog resenja jeste
ponavljanje postupka na drugom slucajno odabranom uzorku.

b) Testiranje razlika izmedu klastera na varijablama koris¢enim za
njihovo formiranje

Ovaj pristup podrazumeva koris¢enje multivarijacione analize varijanse,
ili vise jednostavnih analiza varijanse ili diskriminacione analize zavisno do
broja varijabli i klastera. Ozbiljan statisticki problem u ovom slucaju
predstavlja Cinjenica da objekti nisu svrstani u klastere po slucaju, vec su
klasifikovani tako da se maksimizira udaljenost izmedu klastera po
koris¢enim varijablama. Ovo u statistickom smislu postpak Ccini
neadekvatnim.
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c)Testiranje razlika izmedu klastera na nekim relevantnim eksternim
varijablama

Postupak je identican kao i prethodni ali se testiranje razlika medu
klasterima vrsi na nekim relevantnim varijablama koje nisu koris¢ene u
postupku klasterizacije.

d) Monte Carlo metode

Odnose se na slozene postupke poredenja dobijenog reSenja sa
reSenjem koje predstavlja simulaciju na slucajno odabranim brojevima.
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3.1. Aglomerativne metode klaster analize

Metode koje slede spadaju u grupu aglomerativnih i hijerarhijskih
metoda. One daju hijerarhijski niz razlicitih podela taksonomskih jedinica na
klastere, polazedi od jednoelementnih klastera koji se dalje spajaju u vece
klastere.

Na pocetku se pretpostavija da svaka taksonomska jedinica
predstavlja klaster za sebe. Prvi korak je grupisanje dve takosonomske
jedinice sa najvecim koeficijentom slicnosti (najmanjim koeficijentom
rastojanja). Ako ima vise parova taksonomskih jedinica sa istim, najvecim
koeficijentom slicnosti tada se proizvoljno izabere jedan par taksonomskih
jedinica koji se prvo povezuje. Dalje se racuna koeficijent sli¢nosti (rastojanja)
izmedu dobijenih grupa taksonomskih jedinica.
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Metode se razlikuju po tome na koji nacin se racuna rastojanje
(slicnost) izmedu grupa takosnomskih jedinica. Nakon izracunavanja
koeficijenta slicnosti (rastojanja) za dobijene grupe taksonomskih jedinica
vrSi se spajanje grupa sa najve¢im koeficijentom slicnosti (najmanjim
koeficijentom rastojanja). Taj najvedi koeficijent slicnosti (najmaniji koeficijent
rastojanja) zove se nivo spajanja. Zatim se opet racuna koeficijent slicnosti
(rastojanja) izmedu novodobijenih grupa, itd. Postupak se nastavlja sve dok
se sve taksonomske jedinice ne grupisu u jedan klaster.

Vecina klaster metoda ovog tipa primenjuju se na vec izraCcunate matrice
slicnosti i rastojanja taksonomskih jedinica. Rezultati ovog tipa klaster
metoda se obi¢no predstavljaju specijalnim dijagramom Kkoji se naziva
dendogram. Jedna mogucnost je da se na vertikalnoj osi dendograma
prikazuju taksonomske jedinice, a na horizontalnoj koeficijenti sli¢nosti
(rastojanja, nivoi spajanja), a druga mogucnost je da se na horizontalnoj osi
prikazuju taksonomske jedinice, a na vertikalnoj nivoi spajanja. Taksonomske
jedinice (odnosno grupe taksonomskih jedinica) se povezuju na nivoima
spajanja taksonomskih jedinica ili grupa.
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Svaki stepen slicnosti odnosno rastojanja (odnosno nivo spajanja)
odreduje jednu particiju skupa svih taksonomskih jedinica. Svaka takva
particija odgovara podeli u grupe taksonomskih jedinica koje se posmatraju.

Dakle, ovaj tip metoda daje vise mogudih podela taksonomskih jedinica na
klastere. Taksonom moze da odluci na osnovu raznih kriterijuma koju od tih
podela ¢e da usvoji u svojoj klasifikaciji.

Postoji nekoliko metoda koje spadaju u grupu aglomerativnih,
hijerarhijskih metoda. Osnovna razlika izmedu metoda je nacin odredivanja
mere sli¢nosti, odnosno razlicitosti izmedu grupa taksonomskih jedinica.

Najpoznatije metode ovog tipa su:

- klaster metoda prostog povezivanja;

- klaster metoda kompleksnog povezivanja;
- klaster metoda proseka;

- centroidna klaster metoda i

- metoda Ward-a.
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One pocinju nizom particija podataka: na pocetku postoji n grupa sa po
jednim ¢lanom, dok na kraju imamo jednu grupu sa n ¢lanova:

* metod jednostrukog (prostog) povezivanja (single linkage) — kao
mera rastojanja izmedu dve grupe korisi se najkrace rastojanje izmedu
para objakata koji pripadaju ovim grupama;

Jednostruko
povezivanje b
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* metod kompleksnog (potpunog) povezivanja (complete linkage) -
mera rastojanja izmedu dve grupe predstavlja najvede rastojanje
izmedu para objekata koji pripadaju tim grupama;

Kompletno
povezivanje S

dr Vera Lazarevic, vanr. prof. 61/122



Life Long Learning programs in applied statistics (LLL-seminari)

* metod prosecnog povezivanja (metod proseka) (average linkage) -
rastojanje se odreduje prema prose¢nom rastojanju svih objekata koji
pripadaju dvema grupama tj. saberu se sva rastojanja i podele brojem
koliko ih ima.

Prosecno °
povezivanje p
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= Sledeca hijerarhijska metoda udruzivanja je metoda centroida, kod
koje se dve grupe udruzuju u novu grupu ako su njihovi centroidi
najmanje udaljeni medusobno u odnosu na medusobnu udaljenost svih
mogucih parova grupa koje postoje na posmatranom nivou
udruzivanja.

Centroidi .
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* Metoda Ward-a - Ward uvodi tip metoda u kome dolazi do udruzivanja
grupa ako je njihovim udruzivanjem doslo do najmanjeg povecanja
sume kvadrata unutar grupa, datog sa:

E =Zg:Em,
gde je: "
Er =3 (X %o )
I=1 k=1
pri cemu je )_(m,kznlixml,k (srednja vrednost m-tog klastera za k-tu

m =1

promenljivu), a x,, , je vrednost k-te promenljive (k=1,..,p) za Iti objekat
(/=1,..,n,,) um-tom klasteru (m=1,...,g).
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Primene anglomerativnih metoda klaster analize

3.1.1. Klaster metoda prostog povezivanja

Kod klaster metode prostog povezivanja koeficijent slicnosti izmedu
dve grupe taksonomskih jedinica jednak je najvecem koeficijentu sli¢nosti
dve taksonomske jedinice od kojih je prva iz prve, a druga iz druge grupe.
Ako se racuna preko koeficijenta rastojanja, tada je rastojanje dve grupe
jednako najmanjem koeficijentu rastojanja, ako se posmatraju svi parovi
taksonomskih jedinica od kojih je prva iz prve, a druga iz druge grupe.
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llustrativni primer. U Tabeli 1. dati su koeficijenti rastojanja na skupu
taksonomskih jedinica T ={t,,t,,t,,t,.t;,t,}.

t |t |t |t |t ]t
t,| 0 |07 0.6/03]0.2]0.1
t, 0.7 0 |0.2]/04 03|08
t, 106,02 0 | 090807
t,03]/04/09 0 |05]0.2
t;102/03/08/05 0 |03
t;10.1/06,07/02/03] 0

Tabela 1. Koeficijenti rastojanja taksonomskih jedinica

Na pocetku (na stepenu rastojanja 0) sve taksonomske jedinice se
posmatraju kao grupa za sebe. Zatim se u prvom koraku spajaju
taksonomske jedinice sa najmanjim stepenom rastojanja. To su t, i t,, jer je

njihov stepen rastojanja 0.1. Sada se te dve taksonomske jedinice u istoj
grupi, a sve ostale se posmatraju kao grupa za sebe. U slede¢em koraku se

dr Vera Lazarevic, vanr. prof. 66/122



Life Long Learning programs in applied statistics (LLL-seminari)

racuna rastojanje nivodobijane grupe {t,ts} od ostalih taksonomskih jedinica.
Rastojanje te grupe od t, jednako je manjem od rastojanje d(t,t2) i d(t,t2) i to
je 0.7. Rastojanje izmedu te grupe i t, je opet jednako manjem od 0.6 0.7, a
to je 0.6. Rastojanje te grupe od t, je 0.2, kao i rastojanje od t..

Novoizracunata rastojanja su u Tabeli 2.

t16 t2 t3 t4 t5
te | O | 07|06 | 02 02
t, |07 0 | 020403
t; |06]02| 0 | 0908
t, |02 /0409 | 0 |05
t; 1020308 05| 0

Tabela 2. Novodobijena rastojanja

U sledec¢em koraku se opet trazi najmaniji koeficijent rastojanja (razlicit od
nule) u tablici. To je 0.2. Posto se on nalazi na vise mesta u tablici, na tom
nivou spajanja spojiCe se sve taksonomske jedinice koje se nalaze na
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rastojanju 0.2. Dakle, spajaju se ts i t, sa grupom tis, a takode i t. i t3 Cine
grupu za sebe. Sada sve taksonomske jedinice podeljene u dve grupe.
Poslednji korak je raCcunanja rastojanja izmedu dve dobijene grupe. To je
najmanje rastojanje kada se posmatra svaki element prve sa svakim
elementom gruge grupe, pa je poslednji nivo spajanja 0.3 (rastojanje izmedu
tyits).

Rezultati primene klaster metode prostog povezivanja predstavljeni su u
dendrogramu na Slici 2(a) i odgovarajuc¢im Venovim dijagramom na Slici 2(b).
3

2

5 —

|
0.1 0.2 0.3
(a)

Slika 2(a) Dendrogram i 2(b) Venov dijagram

(b)
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Primena klaster metode prostog povezivanja

na taksonomiju sijalica

Primer A. Na pet razliCitih proizvodaca sijalica (taksonomskih jedinica),
ispitano je osvetljenje koje daju sijalice, redom, od 60W, 75W, 100W i 150W.
Na osnovu podataka osvetljena za navedene sijalice formirajmo
hijerarhisku strukturu objekata koris¢enjem metode jednostrukog povezi-
vanja, a kao razdaljinu izmedu objekata koristicemo Euklidovo rastojanje.

k.- sijalica od 60W, k,- 75W, k,- 100W, k,- 150W.

t,- sijalica proizvodaca :G. Electric, t,- Maxi, t,- Philips, t,- JMC, t,- EANAY

k| k, | k | k
t, | 145 | 403 | 321 | 321
t, | 119 | 320 | 250 | 189
t, | 2036 | 488 | 274 | 51
t, | 114 | 482|252 156
t, | 148 | 504 | 266 = 190

Tabela 3. Matrica podataka.
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Ovi karakteri su kvantitativni i za meru razli¢itosti koris¢eno je

Euklidovo rastojanje (Tabela 4).

L,

L,

L5

L,

L5

0

112,72

217,87

117,11

101,04

112,72

0

239,94

165,41

186,95

217.87

239,94

0

41,67

189,56

117,11

165,41

41,67

0

54,70

101.04

186,95

189,56

54,70

0

Tabela 4. Izracunata Euklidova rastojanja

Na pocetku sve taksonomske jedinice se posmatraju kao grupa za sebe.
Zatim se u prvom koraku spajaju taksonomske jedinice sa najmanjim
stepenom rastojanja.
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To su u ovom slucaju t; i ts, jer je njihov stepen rastojanja 41,67. U
sledecem koraku racunamo rastojanje novodobijene grupe od ostalih
taksonomskih jedinica. Rastojanje te grupe od t, jednako je manjem od
rastojanja d(ts,t1) i d(tst1), i to je 117,11. Rastojanje te grupe i t, je opet
jednako manjem od 239,94 i 165,41, i to je 165,41. Rastojanje te grupe od ts je

54,70 (Tabela 5).
t;, t, t, t.
ts, 0 117,111165,41| 54,70
t, 1117,11 0 112,72(101,04
t, 1165,41/112,72| 0 |186,95
t; | 54,70 [101,04/186,95| O
Tabela 5.
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Ponovljenim postupcima dobijaju se Tabele 6 i 7 iz kojih rezultuje

dendogram na Slici 3.

tays t, t,
ts45 0 101,04| 165,41
t, /101,04 0 112,72
t, 1165,41112,72 0
Tabela 6.
tass t,
e 112.72
t, 112,72 0
Tabela 7.
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2

| | |
| I I

30 100 200

Slika 3. Dendrogram

Iz ovoga vidimo da su sijalice t,i t, najslicnije (tj. sijalica proizvodaca
Philips i sijalica proizvodaca JMC imaju imaju najsli¢nija osvetljenja). Sijalice
Philips i JMC imaju najrazliCitije osvetljenje sa sijalicom proizvodaca Maxi.
Dalje sijalice Philips i JMC su najslicije sa sijalicom proizvodaca EANAY .
Sijalica proizvodaca EAAAY je najslicnija sa grupom sijalica Philips i JMC i sa
sijalicom G. Electric. Sijalica G. Electric je najsli¢nija sa sijalicom Maxi.
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Realizacija primera hijerarhijske structure na osnovu snage
sijalica pomocu SPSS-a

Primer B. Na pet razliCitih proizvodaca sijalica (taksonomskih jedinica),
ispitana je snaga koju daju. Sijalice su redom od 60W, 75W, 100W i 150W. Na
osnovu podataka snage za navedene sijalice formirajmo hijerarhisku
strukturu objekata koris¢enjem metode jednostrukog povezivanja, a kao
razdaljinu izmedu objekata koristicemo Euklidovo rastojanje.

k.- sijalica od 60W, k,- 75W, k,- 100W, k,- 150W.

t,- sijalica proizvodaca :G. Electric, t,- Maxi, t,- Philips, t,- JMC, t,- EANAY
Kod ovog primera se vrsi klasifikacija u odnosu na snagu koju daju sijalice, pa
se vrednosti u Tabeli 8. razlikuju od Tabele 3, inace proizvodaci su isti u oba
primera.
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Matrica podataka

k1

k4

k

3

59,60

150

111,57

78,66

59,28

149,30

100,34

71,05

40,66

152,11

97,30

75,90

63,91

147,95

95,58

/77,14

64,33

152,97

97,30

/8,66

Tabela 8.
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Nakon unosa podataka u SPSS Data View izgleda ovako:

i *Untitled1 [DataSet0] - IBM SPSS Statistics Data Editor

File Edit ‘“iew Data Transform  Analyze  Direct Marketing  Graphs  Utilties  Add-ons  Window  Help

e P )

= 2 —
= iz M Bl 1i0% %
|
WA k1 k2 k3 k4
ROO
001
11 59.60 78.66 111.57 150.00
12 99.28 71.08 100.34 149.30
13 40.66 76.590 4730 18211
4 B3.91 7714 95 58 147 .95
15 64.83 78.66 a7.30 16297
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Variable View:

i *Untitled? [DataSet0] - IBM SPSS Statistics Data Editor

File  Edit “iew Data Transform  Analyze  Direct Marketing  Graphs  Uilties  Add-onz Window  Help

SHe e 2 B B BAUE

| Mame || Type || Wifidth || Decimals || Lakel || Yalues || Missing || Columns || Align || Measure || Role
WAROOOD1  String 2 ] Mane Mone 2 E Left &5 Mominal ™ Input
k1 Mumeric =i 2 Mone Mone =3 = Right & Scale ™ Input
k2 Murneric 8 2 Mare Mane d = Right & Scale ™ Input
k3 Mumeric 8 2 Mone Mone 8 = Right & Scale ™ Input
kd Murneric 8 2 Mare Mane d = Right & Scale ™ Input

=

]
[ | | | N Y | | R 8
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Resenje:

Naredbom iz menija: Analyze-> Classify-> Hierarhical Cluster... pokrecemo
hijerarhisku klaster analizu. U polje Variable(s) ubacujemo promenljive na
osnovu kojih se vrsi analiza. U polje Label Cases by ubacujemo varijablu tipa
String preko koje identifikujemo objekte (u nasem slucaju sijalice). U
opcijama Plots izaberemo opciju Dendogram kako bi na izlazu dobili i
dendogram povezivanja objekata. U opcije metoda (Method) biramo metod
za analizu (u nasem slucaju to je jednostruko povezivanje — Nearest
neighbor) i kao interval za meru izabiramo Euklidsko odstojanje. Pritiskom na
dugme OK dobijamo rezultate analize.

Dendogram je graficki izvestaj reSenja problema. Objekti su poredani po
levoj vertikalnoj osi. Horizontalna osa pokazuje razdaljinu izmedu objekata
kada se povezuju. Deljenje dendograma kako bi dobili odreden broj grupa je
subjektivna procena. Najcesce trazimo velike skokove izmedu povezivanja na
horizontalnoj osi. Vidimo da je najvedi skok kada se povezuje objekat broj 3
(sijalica proizvodaca Philips) sa klasterom svih drugih objekata, pa
presecanjem dendograma na ovom mestu mozemo dobiti dve grupe.
Ponavljanjem ovog postupka mozemo dobiti vise grupa.
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Dendrogram using Single Linkage
Rescaled Distance Cluster Combine
5 10 15 20
1 1

25
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Ag_glomeration Schedule

Cluster Combined | Coeffici >tage Cluster First
Stage ents Appears Next Stage
Cluster 1| Cluster 2 Cluster 1 | Cluster 2
1 4 5 5.596 0 0 2
2 2 4 9.111 0 1 3
3 1 2 13.587 0 2 4
4 1 3 19.682 3 0 0

U ovoj tabeli vidimo da se u prvoj fazi povezuju objekti 4 i 5 zato sto je
njihovo rastojanje najmanje. Grupa kreirana njihovim spajanjem se pojavljuje
opet u fazi 2 sto nam govori zadnja kolona tabele. U fazi 2 klaster se
sjedinjuje sa objektom 2. Ako je broj objekata posmatranja veliki lakse je
pratiti kolonu koeficijenata i traziti velike skokove, nego pratiti dendogram.
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Na osnovu ovih podataka mozemo odredivati broj grupa. Za grafcko
predstavljanje broja klastera moze se koristiti Baner grafik (Banner plot).

Case

3 5 4 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1.0

1.57]

2.0

2.57

3.0

Number of clusters

3.57

4.0

Baner grafik hijerarhijske strukture klastera za posmatrane sijalice.
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3. 1. 2. Klaster metoda kompleksnog povezivanja

Kod klaster metode kompleksnog povezivanja koeficijent slicnosti
izmedu dve grupe taksonomskih jedinica je jednak najmanjem koeficijentu
slicnosti (najvecem rastojanju) dve taksonomske jedinice od kojih je prva iz
prve, a druga iz druge grupe. Dakle, ovo je suprotno u odnosu na klaster
metodu prostog povezivanja. Koeficijent rastojanja jedne grupe od sebe
same se uzima uvek da je 0 (iako je rastojanje pojedinih elemenata iz te
grupe nekad i vece od 0).

Ponovo polazimo od ilustrativhog primera i Tabele 1. Prvi korak je da se
utvrdi da su najmanje razliCite taksonomske jedinice ti i ts sa stepenom
rastojanja 0.1, i one se povezu na nivou 0.1. Zatim se racuna rastojanje grupe
{t,ts} od ostalih taksonomskih jedinica, ali ovde je rastojanje jednako
najvecem od pojedinacnih rastojanja koja se posmatraju. Tako je rastojanje
izmedu grupe tis i t; je 0.7, a rastojanje te grupe od t: je 0.3, kao i od ts.
Koeficijenti rastojanja su predstavljeni u Tabeli 9.
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tie

t | &3

ts

ts

tie| O

0.8/0.7

0.3

0.3

t>

0.8

0 (0.2

0.4

0.3

ts

0.7

02| 0

0.9

0.8

ts

0.3

0.41]0.9

0

0.5

ts

0.3

0.3]0.8

0.5

0

Tabela 9.

U sledecem koraku se uocava da je najmanje nenula rastojanje u tablici 0.2, i
to izmedu taksonomskih jedinica t; i t3 i zato se te taksonomske jedinice
spajaju u grupu. U Tabeli 10. je dato rastojanje izmedu grupa dobijenih

nakon ovog koraka.

te |tz | s | s

tie

0 10.8({0.3

0.3

t:/0.8| 0 |0.9

0.8

t: (0.3/09] 0

0.5

t |0.3/08(05| 0

Tabela 10.
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Sledece najmanje rastojane je 0.3 i to izmecu grupe tis i elemenata ts i ts.

Rastojanje izmedu elemenata t; i ts je 0.5, pa se zato ne spaja grupa sa oba
elementa na nivou 0.3, nego se bira jedan od njih (obi¢no se bira element sa

manjim indeksom). Na nivou 0,3 dobija se grupa {t,tsts}. Rastojanja izmedu
te grupe i ostalih elemanata prikazana su u Tabeli 11.

tias| b2z | &5
tias| O [0.9]/0.5
t 09| 0 |0.8
ts (0.5|/0.8| O
Tabela 11.

U sledec¢em koraku se tsspaja sa grupom tis na nivou 0.5.
Na kraju se racuna rastojanje izmedu dve dobijene grupe i ono je jednako

najve¢em rastojanju izmedu elemenata grupe, a to je 0.9.
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Slika 4(a) Dendrogram i 4(b) Venov dijagram
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Primena metode kompleksnog povezivanja na razvrstavanje
gradova po osnovu njihovih meteoroloskih karakteristika

Primer A). U ovom primeru posmatrano je deset virtuelnih gradova. U dva
fiksirana dana (20.januar i 20.avgust) u toku jedne kalendarske godine
izmerene su sledece karakteristike klime:

e Temperatura - ki, k2
e Koli¢ina padavina - k3, ks
e Brzina vetra - ks, ke

Podaci o klimatskim osobinama posmatranih gradova predstavljeni su u
sledecoj tabeli:
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ki k- ks |ka ks ke
t; -5 121 | 05 |136]| 13 1
i 0 32 1 02| O 6 2
t; 3 19 | 0.2 | 10.1 / 1
ts 11 | 25 | 82 |136| 8 1
ts -1 33 1 0.2 {123 12 2
te 3 28 | 5.0 | 115 2 3
t; 10 | 40 | 8.2 |484 | 1 1
ts -3 | 26 | 0.5 |10.8| 10 1
to 7 31 0 |133]| 4 2
tio 6 25 | 87 |338| 3 3

Tabela 12.

Na osnovu podataka iz Tabele 12, Euklidovo rastojanje izmedu

posmatranih gradova je:

d(ti,t2) =19.52, d(ti,t:) =10.79, itd. (Tabela 13).
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t

t.

ts

ts

te

t;

ts

to

tio

t1

19.52

10.79

18.87

16.21

44.73

10.29

10.06

17.55

[ )

19.52

16.8

20.59

14.05

50.96

13.37

15.20

36.19

ts

10.79

16.8

13.31

11.63

23.49

9.73

13.43

26.44

ta

18.87

20.59

13.31

11.30

38.55

16.37

11.67

21.50

ts

13.55

13.76

15.18

17.04

12.87

40.73

8.51

te

16.21

14.05

11.63

11.30

0

39.62

11.54

27.01

11.35 23.02

t;

44.73

50.96

23.49

38.55

39.62

0

43.81

37.41

21.50

ts

10.29

13.37

9.73

16.37

to

10.06

15.20

13.43

11.67

11.35

43.81

0

13.76

27.04

11.54 37.41

tio

17.55

36.19

26.44

21.50

13.76

0

23.13

27.01{23.02|21.50

27.04

23.13

0

Tabela 13.

Prvi klaster Cine gradovi sa najmanjim stepenom rastojanja, ts i to jer je
njihov koeficijent rastojanja 7,63. U slede¢em koraku se racuna rastojanje
novonastale grupe gradova ts i ts od ostalih gradova (Tabela 14).
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t1

t.

ts

ts

ts

te,0

t;

ts

tio

t

19.52

10.79

18.87

13.55

16.21

44.73

10.29

17.55

t.

19.52

0

16.8

20.59

13.76

15.20

50.96

13.37

36.19

ts

10.79

16.8

0

13.31

15.18

13.43

23.49

9.73

26.44

ta

18.87

20.59

13.31

0

17.04

11.67

38.55

ts

13.55

13.76

15.18

17.04

0

12.87

40.73

te,0

16.21

15.20

13.43

11.67

12.87

0

39.62

16.37

13.76

21.50

23.13

t;

44.73

50.96

23.49

38.55

ts

10.29

13.37

9.73

40.73

39.62

0

43.81

21.50

16.37 13.76

tio

17.55

36.19

26.44

21.50(27.01

23.13

43.81

0

27.04

21.50

27.04

0
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Izrada Tabela 15-21 daje sledele klasterizacije:
- Ty, U2, B3, B4, Ts 8, T6,9, 7, Us, Tro;
- 13, b2, ta, Us g, Te9, U7, Ts, Tho;
- 11,3, U2, Ta6,9, Us8, 17, Tho;
- 113, t2,58, a9, 17, Lio;
- 113,469 (258, U7, To;
- 112,345,689 17, L1o;

- 11,2,3,4,5689 7,10
Na kraju svi elementi (gradovi) su u jednom klasteru.

Na osnovu prethodnih tabela i izracunatih rastojanja podatke smo
predstavili dendogramom i Venovim dijagramom gde su pregledno
predstavljeni rezultati primenjene metode (povezani su sli¢ni gradovi u
klimatskom smislu).
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[ T R

L= T~ ]

7.63 851 10.79 11.79 13.76 18.87 20.59 I1.50

Slika 5(a) Dendrogram i 5(b) Venov dijagram posmatranih gradova
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Primer B). KK Partizan Beograd bira idealni tim u prethodnoj deceniji. NajuZi
krug je Cinilo 11 igraca koji su obeleZili prethodno navedeni period. U obzir je

uziman broj:
e k,Poena
e k, Skokova
e ks Asistencija
e k4 Ukradenih lopti
e ksBlokada

Uzeti su pravi podaci sa sajta www.euroleague.net i dati su u Tabeli 22:
t1 - Nikola Pekovi¢

t2 - Novica Velickovic
t; - Jan Veseli

ta - Uros Tripkovic

ts - MiloS Vujanic

ts - Nenad Krstic

t; - Lorens Roberts

ts - Dusan Kecman

to - Vlado Séepanovic¢
ti10 - Vule Avdalovi¢
t11- Petar Bozic
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ki k> ks k4 ks
ty (164 | 68 | 06 | 04 | 04
[ ) 146 | 7.9 1.6 0.9 0.6
ts 10 | 3.6 1 1.2 | 0.8
ts 7.1 1.8 | 09 | 0.2 0
ts | 258 | 3 3.2 1 0
ts 154 | 6.5 0.9 1.2 1.3
t; / 53 1.1 0.4 0.2
ts | 134 | 49 2 1.6 | 0.5
to 19 1.5 1.3 0.5 0
to | 13.1 | 2.5 2 1 0
ti 38 | 09 | 1.2 | 05 0

Tabela 22.
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Euklidovo rastojanje primenjeno na prethodnu tabelu daje: d(t;,t;) = 2.39,
d(t:,t3) =7.22, itd. (Tabela 23).

t1

[ )

ts

ts

ts

t

0

2.39

7.22

10.57

ts

t;

ts

to

tio

t1

10.49 9.53

t>

2.39

0

6.33

9.73

12.34

1.91

5.95

5.64

13.93

8

3.33

/.8

5.65

12.8

ts

7.22

6.33

3.64

15.98

6.15

3.59

3.8

9.3

3.53

6.84

ta

10.57

9.73

3.64

18.89

9.67

3.51

7.26

11.91

6.19

3.41

ts

t;

10.49

9.53

12.34

15.98

18.89

0

11.28

19.06

12.62

7.23

12.76

22.19

ts 1.91

6.15

9.67

11.28

0

8.59

2.92

6.34

4.92

12.96

8

3.59

3.51

19.06

8.59

0

6.59

12.58

6.8

5.44

ts

4

3.33

3.8

7.26

12.62

2.92

6.59

6.69

2.54

10.5

to

5.95

/7.8

9.3

11.91

/.23

6.34

12.58

6.69

6.04

15.21

tio

5.64

5.65

3.53

6.19

12.76

4.92

6.8

2.54

6.04

9.48

ti

13.93

12.8

6.84

3.41

22.19

12.96

5.44

10.5

15.21

9.48

Tabela 23.

dr Vera Lazarevic, vanr. prof.

94/122



Life Long Learning programs in applied statistics (LLL-seminari)

Najmaniji stepen rastojanja su igraci t; i ts, njihov koeficijent rastojanja je
1.62. U slededem koraku se racuna rastojanje novonastale grupe {tits}od
ostalih igraca, pri ¢emu se bira vece od rastojanja ovih dveju taksonomskih
jedinica prema nekoj drugoj, posmatranoj, taksonomskoj jedinici (Tabela 24).

ts ts t; ts to tio ti
10.57111.281 953 | 4 | 634|564 | 13.93
9.73 1234 8 | 333 | 78 | 565 | 128
ts | 722633 0 |3.64 (1598|359 | 38 | 93 | 353 | 6.84
t. (105719731364 | 0 (1889|351 | 726 |11.91| 6.19 | 341
ts |11.28(12.34|1598(18.89| 0 |19.06[12.62| 7.23 [{12.76| 22.19
t; |953 | 8 |3.59|351(19.06] 0 |6.59 |12.58| 6.8 544
ts 4 | 333 | 38 | 7.26 |1262(659| 0 |669 254 | 105
te (634 78 | 93 (1191|723 |1258]6.69| 0 |6.04 | 15.21
tio | 564 | 5.65 | 3.53 | 6.19 |12.76| 6.8 | 254|604 | O 9.48
ti1 (13.93] 128 | 6.84 | 3.41 |22.19| 544 | 10.5 |15.21| 948 0
Tabela 24. Klasteri: ti¢, ty, t3, ta, ts, t7, ts, to, tho, th1
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|zrada Tabela 25-32 odreduje klaserizaciju na odgovaraju¢im nivoima
rastojanja. Na osnovu tih rezultata napravljen je Venov dijagram (Slika 6.1) i
dendogram idealnog kosarkaskog tima (Slika 6.2).

Slika 6.1. Venov dijagram
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Slika 6.2 Dendrogram idealnog kosarkaskog tima
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Rezultat primenjene metode daje idealni tim KK Partizan za proteklu
decenijuito je:

1. Vule Avdalovi¢ (t:o);

2. Nikola Pekovic (t1);

3. Dusan Kecman (ts);

4. Novica Velickovi¢ (t.);

5. Nenad Krsti¢ ().

Specijalizovani navijacki sajt www.partizan.net izabrao je slican tim
kao i metoda kompleksnog povezivanja koja je ovde primenjena (Link:
http://partizan.net/srpski/?p=5957):

1. Milos Vujanic (on je uvrséen u tim kao najbolji igrac);

2. Miroslav Beri¢ (nije bio posmatrani kandidat posto nije igrao u

navedenom periodu);

3. Dusan Kecman (ts);

4. Novica Velickovié (t,);

5. Nenad Krsti¢ (ts).

dr Vera Lazarevic, vanr. prof. 98/122


http://www.partizan.net/
http://partizan.net/srpski/?p=5957

Life Long Learning programs in applied statistics (LLL-seminari)

Obrada Primera B) pomocu MVSP (Multi Variate Statistical Package)
programa

Postoji mnogo brzi i jednostavniji nacin od ru¢nog racunanja a to je
pomoc¢u MVSP programa. MVSP je program koji obavlja veliki broj
numerickih analiza koje se mogu koristiti u mnogim nau¢nim oblastima, od
ekologije, geologije, sociologije do istrazivanja trzista. Koristi se na preko
stotinu sajtova u preko 50 zemalja. Rezultati analiza uradenih u MVSP-u
objavljivani su u mnogim poznatim novinama.

Kada su podaci uneti, biramo koordinatnu osu i oCitavamo podatke sa

dijagrama (svi dijagrami imaju i opciju zumiranja radi preglednosti). Rezultati
klaster analize u vidu denrograma se pojavljuju automatski, i grafik se dalje
moze Stampati na odgovaraju¢em uredaju ili sacuvati za dalju upotrebu.
Broj promenijljivih koje se mogu analizirati je ograni¢en samo brojem
slobodne memorije na sistemu (ram memorije i memorije na hard disku) i
dostize broj od 2 milijarde promenljivih. Podaci se mogu ubacivati preko
razlic¢itih formata ukljuCujudi Excel, Quattro, xBase, Paradox... Poseduje i
prilagodljiv tulbar, editor za izmenu podataka, opciju vracanja unazad
ukoliko napravimo gresku.
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Da bismo ubacili podatke u program mozemo kopirati nasu tabelu u
Excel odakle je mozemo prebaciti u program, da ne bi kucali svaku vrednost

posebno (Slika 7).

[ MVSP 3.21 - [Data Editor]

File Edit Data #&nalyses Graphs Options  Window  Help

EEdH & XpF o~ ¢

—_ | — | —
M_I.DI'_'ZICD‘HJE-'.IU'I_E.LA_'IF\J—"

A,

k1
£z
£3
E4
£S
k&
7
tS
£
10
£11

B
k1

16,400
14,600
10,000

7,100
25,600
15,4010

7,000
13,400
19,000
13,100

3,800

-
kz

&, 500
7,900
3,600
1,800
3,000
£, 500
5, 300
4,900
1,500
2,500
0,500

D
k3

0,600
1,600
1,000
0,500
3,200
0,500
1,100
2,000
1,300
2,000
1,200

E
ket

0,400
0,900
1,200
0,200
1,000
1,200
0,400
1,600
0,500
1,000
0,500

Slika 7. Podaci u MVSP-u
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0,000
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0,000
0,000
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Slededi korak je Analyses — Cluster Analyses. Za rastojanje taksonomskih
jedinica smo koristili Euklidovo rastojanje, a za klaster analizu, klaster metodu
kompleksnog povezivanja (Slika 8.1 9.).

Cluster Analysis Options

Options |Advanced Select

v oK
[ Transpose data % Cancel
[] Constrained clustering

9 Help

Maone w | Data transfarmation

Farthest neighbour * | Clustering method

Euclidean E] Similarity or distance

Slika 8. Biranje Euklidovog rastojanja
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Cluster Analysis Options

Options |Advanced Select

[ Transpose data

[ Constrained clustering

Mone % | Data transformation

% Farthest neighbaour v ||Clustering method

LIPGRAS,
Centroid Similarity or distance
WP ShAL,

Median

Minirnumm variance
Mearest neighboor

Farthest neighbour

0K
X Cancel
?  Help

Slika 9. Klaster metoda kompleksnog povezivanja

Na osnovu unetih podataka dobijamo dendrogram (Slika

10) identican prvom, na Slici 6.2.

dr Vera Lazarevic, vanr. prof.

102/122



Life Long Learning programs in applied statistics (LLL-seminari)

Farthest neighbour

t11
t4
t7
t3
t9
t5
— 110
18
— 12
— 16
1

T T T T T T 1
24 20 16 12 g 4 I

Euclidean

Slika 10. Dendrogram kosarkaskog tima
dobijen primenom MVSP programa.

Mozemo vrsiti pojedinacno (svaka sa svakom) uporedivanje taksonomskih
jedinica (Slika 11) ili grupno (Slike 12 i 13) u 2D ili 3D obliku. Iz samih
dijagrama se tacno moze videti koje taksonomske jedinice (igraci) imaju
slicne karakteristike.
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Slika 11. Graficko uporedivnje pojedinacnih taksonomskih jedinica
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Slika 13. Graficko uporedivnje svih taksonomskih jedinica- 3D
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3.1.3. Klaster metoda proseka

Kod klaster metode proseka koeficijent slicnosti, odnosno rastojanja
izmedu dve grupe taksonomskih jedinica se racuna kao prosek svih
koeficienata, odnosno rastojanja, pri ¢emu se posmatraju odgovarajudi
koeficijenti izmedu svake dve taksonomske jedinice od kojih je prva iz prve, a
druga iz druge grupe.

Sledi primena klaster metode proseka na ilustrativni primer iz Tabelel.

Prvi korak je isti kao i kod prethodnih metoda - spajanje elemenata sa
najmanjim rastojanjem - t; i ts. Rastojanje te grupe od svake druge
taksonomske jedinice se racuna kao prosek rastojanja t; od te jedinice i
rastojanja ts od te jedinice. Na primer, rastojanje te grupe od t; je jednako
proseku 0.7 i 0.8, sto je 0.75. Rastojanje te grupe od t;je 0.65, od tsi od ts5 je
0.25 (Tabela 33).
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te | & | G| 4 | T
ts | 0 |0.75/0.65/0.25/0.25
t, 10.75| 0 [0.2]04]0.3
t; (06502 0 [09]08
t, 10.25/04 (09| 0 | 0.5
ts 10.25{03 /08|05 O
Tabela 33.

Sledee najmanje rastojanje je 0.2 izmedu t; i t;, pa se sada na nivou 0.2
spajaju u grupu t; i t;. Rastojanje izmedu grupa dobijenih u ovom koraku
racuna se kao prosek rastojanja svake taksonomske jedinice iz prve grupe sa
svakom taksonomskom jedinicom iz druge grupe (Tabela 1):

0.7+0.6+0.8+0.7
d(t,,t,,)= y =0.7.

Ostala rastojanja data su u Tabeli 34.
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tis | T3 | U ts
ts | O | 0.7]0.25/0,25
tz | 0.7 0.65|0.55
t, 10.25|/0.65| O | 05
ts 10.25/055/05| O

Tabela 34.

Najmanje rastojanje je sada 0.25, i to izmedu t4 i grupe tie, kao i izmedu tsi
grupe tis. Kako je rastojanje ts4 i ts jednako 0.5, to se obicno se bira element sa
manjim indeksom, tako da se na nivou 0.25 spajaju ts i tie. Rastojanja te grupe

od ostalih data su u Tabeli 35.

tia6 [pE ts
tiae 0O /0.683|0.333
ts 10683 O 0.55
t [0.333| 0.55 0
Tabela 35.

dr Vera Lazarevic, vanr. prof.

108/122



Life Long Learning programs in applied statistics (LLL-seminari)

U sledecem koraku se spaja ts sa grupom tis ha stepenu rastojanja 0.333.
Rastojanje grupe {t;, t4,ts,ts} 0d preostale grupe se racuna kao prosek svih
medusobnih rastojanja:

0.7+0.6+0.4+0.9+0.3+0.8+0.8+0.7
d(t4s6:tys )= . =0.65.

Rezultati primene klaster metode proseka predstavljeni su
dendrogramom na Slici 14.
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Slika 14.
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Primena klaster metoda proseka na izbor virtuelnog radnog tima

U poslovnoj praksi Cesto je prisutan timski rad. Radna organizacija
formira tim iz raspolozivih ili novoprimljenih kadrova. Bitno je da
novoformirani tim ima Sto sli¢nije karakteristike kako bi optimalno funkcioni-
sao. Karakteristike koje su utvrdenje prilikom testiranja/ispitivanja mogu biti
brojne i one predstavljaju varijable. U ovom slucaju to su: ki, ka,... ks. Na
osnovu ovih karakteristika, primenom klaster metode proseka, moze se dodi
do kompaktnog tima.

Uzecemo da je:

k. - broj godina zaposlenog i staviti:

1, ako zaposleni ima do 20 godina;
2, ako ima 21 do 30;

3, ako ima od 31 do 40;

4, ako ima od 41 do 50;

5, akoima od 51 do 60.
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k> - obrazovanje zaposlenog cije vrednosti mogu biti:
1, ako zaposleni ima zavrSenu osnovnu skolu,
2, ako ima zavrsenu srednju skoli,
3, visu skolu,
4, fakultet i
5, ako zaposleni ima doktorat.
ks - radno iskustvo gde:
1, predstavlja zaposlenog sa iskustvom od 1 do 2 godine,
2, zaposlenog od 2 do 5 godina,
3, zaposlenog od 5 do 10 godina,
4,0d10do 20
5, preko 20 godina radnog iskustva.
ks -znanje rada na racunaru gde se sa:
1, oznacdava zaposleni bez znanja rada na ra¢unaru,
2, zaposleni koji se slabo snalazi u radu na racunaru,
3, zaposleni koji se dobro snalazi i
4, zaposleni poseduje odli¢no znanje rada na racunaru.
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ks —-znanje engleskog jezika pri Cemu se sa:
1, obelezava zaposleni koji ne govori engleski jezik,
2, slabo znanje,
3,dobroi
4, odlicno znanje engleskog jezika.

ks - komunikativnost zaposlenog gde:
1 predstavlja zaposlenog sa slabo izrazenim
komunikativnim sposobnostima,
2,sadobrimii
3, sa odli¢nim komunikativnim sposobnostima.

k; - karakteriSe sklonost zaposlenog ka timskom radu i uzecemo:
1, ako zaposleni nema zelju za radom u timu,
2, ako zaposleni moze da radi u timu i
3, ako zaposleni odlicno funkcionise u timu.
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ks — iskustvo na slicnim poslovima i sa:
1, oznacava zaposlenog bez iskustva,
2, zaposleni sa iskustvom od 1 do 3 godine,
3, zaposleni sa iskustvom od 3 do 5 godina i
4, zaposleni sa iskustvom preko 5 godina.

Neka je broj zainteresovanih kandidata za predstojedi projekat 20, a
potrebno je izabrati 5 koji ¢e najbolje funkcionisati kao tim.

PocCetna Tabela 36 dobijena je nakon sprovedenog ispitivanja/testiranja
zainteresovanih i u nju se smestaju karakteristike koje su utvrdene u tom

procesu. Sa t, su oznaceni kandidati (n=1,...,20), a sa ki (i=1,...,8) njihove
karakteristike na osnovu kojih ¢e se vrsiti grupisanje.

dr Vera Lazarevic, vanr. prof. 113/122



Life Long Learning programs in applied statistics (LLL-seminari)

th | || ts |t |t | b7 | ts| To|tio|bin|tia| liz|tia|lis|lic| tiz]| lig| tio] l2
ki12 2253|123 |5|4|1|2|4|2/5|4]1]2)3]2
k1112124313413 |2|3]|2|4|5|2]|1]4]2]3
ks13 /2252|1244 3|23 |5|3|3|1]2|3|4]3
ks 21412 (33 /311|313 |3]2|3]2]|3]2]2]2]3
ks| 3123|424 ,2|2|2|4|3|2|3|4|2|3]2|3]4]3
ke | 3 /2 (22|12 /1312|1222 1T [2]1]1T1]2
kz12 2234|1122 34,2334 ,3[3]1]3/|1
ks 3,444 4|1 1243|132 |2|1|3]2|2|2]3

Tabela 36.

Matrica Euklidovog rastojanja data je u Tabeli 37 i moze se dobiti na
osnovu postupka opisanog u prethodnom delu (klaster metoda proseka) ili
koris¢enjem nekog softvera za klaster analizu. Upotreba softvera za obradu
podataka je bolje reSenje jer se izbegavaju greske u racunu i znatno se
skracuje vreme analize. U ovom slucaju koris¢en je program Multi-Variate
Statistical Package (MVSP).
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t 5] t; 7 ts ts t; ls to | to | tn | to | &3 | tu | ts | ts | Gz | tg | tw | to
t 0
L 123 0
119|15] 0
. |53 53| 5 0
- 1391282643 0
t 133(36[|36|73|51| 0
t# 133137(32/61(42|36| 0
ts |3,7,43(38[44/43|55[29| 0
tt |38 4 |41(44 42|62 5 (45| 0
to |34 (1411323434 /51(35[29/39| 0
th 137 4 |35/61(38| 3 |[35/48 6142 0
tp 124116194629 41| 3 3 139(35| 4 0
ts | 34|44 |41 (351425641129 /29(27 47 |37| 0
tw 136 135/33/43(34|/41|34 (31,5532 3 (28[39] 0
ts | 5855|5239 (39|67|45|35/52(32[53/47| 4 [39| 0
te | 351282547 (2542|4148 39| 3 [41/|34/44/39|45| 0
ty 127131127165 (37(129(29/47| 5 |43/23|33|45| 4 [59|39]| 0
ts 13513631149 4 (45|21 (24,49| 3 [42|23(39(28/43[43|38| 0
tw 126 (37| 3 |[36(35|44|36(33|37| 2 [34,31| 2 (2942|3534 /|32| 0
to | 24| 2 | 23147 (35|36(29(31/42(35[39| 1 (372549353521 ]| 3 0
Tabela 37.
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T T T T T
5 4 3 2 1

Euclidean

Slika 15. Dendrogram kandidata dobijen iz Tabele 37.
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Na Slici 16 dat je prikaz rastojanja izmedu kandidata na osnovu kojih je i

kreiran dendrogram.

Mode Group 1 Group 2

1 t12 t20

2 2 13

3 Mode 2 MNode 1

4 t13 t19

5 t7 t13

& t1 Mode 3

7 t11 t17

3 t1d Mode 4

9 15 116

10 Mode 5 t8

11 ta Mode 7

12 Mode 10 t14

13 Mode 12 Mode &

14 Mode & Mode 9

15 Mode 14 Mode 13

16 4 t15

17 Mode 15 Mode 11

15 Mode 16 19

19 Mode 17 Mode 18
Slika 16.
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Primenom klaster metode proseka utvrdeno je da ¢e kao tim najbolje

funkcionisati kandidati ti, to, t3, t12, tao.
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Karakteristike metoda klaster analize i njihov izbor

Osobine pojedinih metoda

Razlicite klaster metode primenjene na iste podatke Cesto daju razlicite
rezultate, tj. razliCite klasifikacije. Ni jedna metoda nije najbolja u svim
primenama, i svaka od njih ima svoje prednosti i nedostatke. U nastavku su
navedene neke osobine pojedinih metoda, kao i njihove prednosti i
nedostaci.
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1. osobina:

Klaster metoda prostog povezivanja i klaster metoda kompleksnog
povezivanja daju iste rezultate u odnosu na monotone transformacije
matrica slicnosti i rastojanja. To znaci da je hijerarhijska podela na klastere
uvek ista (iako se taksonomske jedinice mogu grupisati u isti klaster na
razli¢tim nivoima sli¢nosti). Ostale pomenute metode nemaju ovu osobinu.

2. osobina:

Nedostatak klaster metode prostog povezivanja je osobina tzv.
lancdanog povezivanja, pa dve relativho udaljene grupe imaju izmedu sebe
lanac bliskih taksonomskih jedinica. Tada ¢e ova metoda povezati te dve
grupe na malom stepenu rastojanja, iako su one kao grupe mozda udaljenije
nego svaka od njih od nekih drugih grupa. Ova osobina moze ponekad da
dovede do pogresne klasifikacije taksonomskih jedinica.
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U vezi sa ovim je jedan nedostatak svih hijerarhiskih metoda. Moze
da se dogodi da se zbog nekog povezivanja na nizem nivou, na visem nivou
zajedno se nadu taksonomske jedinice koje ne bi trebalo da su zajedno u
istoj grupi. Zato je ponekad potrebno izvrSiti premestanje nekih
taksonomskih jedinica radi pravilnije klasifikacije.

3. osobina:

Klaster metode prostog povezivanja, kompleksnog povezivanja i proseka
imaju osobinu da su nivoi spajanja grupa u prethodnom koraku uvek
manji od onih na slede¢em. Ovo nije uvek slucaj kod centroidne klaster
metode, i to moze biti problem kod pravljenja dendrograrna i utvrdivanja
klastera.
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Procena rezultata dobijenih kaster analizom

Postoji vise razloga zbog kojih taksonom, prilikom primene metoda
klaster analize, treba da bude veoma pazljiv.

Prvo, u zavisnosti od izbora metode klaster analize i izbora mere sli¢nosti
ili rastojanja koje se primenjuju u racunu, cesto se dobijaju razlicite
klasifikacije. Potrebno je poznavati sustinu svake metode, da bi dobijeni
rezultati mogli da se protumace i da se usvoji rezultat dobijen metodom koja
najvise odgovara prirodi samog problema. Cesto su najbolji oni rezultati koji
se poklapaju sa intuicijom taksonoma. Tada matematicka metoda sluzi samo
za potvrdu hipoteze koja je unapred postavljena. Neki od zakljucaka su da
metod prostog povezivanja Cesto daje loSe rezultate, a metoda proseka, kao i
metod Warda dobre.

Druga cinjenica je da Cak i ako ne postoji nikakva prirodna podela
grupe taksonomskih jedinica na manje grupe, svaka od ovih metoda ce te
grupe ipak podeliti. Tako da taksonom moZze da dode do pogresnih
zaklju¢aka da postoji podela taksonomskih jedinica na manje grupe, a u
prirodi takva podela, a ni bilo kakva druga, ne postoji.
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Postoji nekoliko metoda uz pomoc< kojih se proverava da li je podela
koja je dobijena nekom od metoda klaster analize vestacka, ili
prihvatljiva.

Pre svega, postoji vise statisticCkih metoda za proveru hipoteze da se
taksonomske jedinice na prirodan nacin dele na klastere. Te metode kao
podatke koriste dobijene matrice sli¢nosti ili rastojanja, ili same vrednosti
karaktera. Ako se nakon provere te hipoteze dobije rezultat da je velika
verovatnoda da ne postoji podela taksonomskih jedinica, tada ni nema smisla
koristiti metode klaster analize za pravljenje klastera.

Taksonom na subjektivan nacin odlucuje o tome koju e particiju iz
dendrograma odabrati za klasifikaciju. Najjednostavnije je uocli skok na
dendrogramu na kome postoji velika razlika izmedu susednih nivoa spajanja i
izabere se odgovarajuca podela.
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